Lista 2
Econometria IT - UFBA | Prof. Pablo Castro
Capitulos 4, 5 e 6: Box-Jenkins, Previsao, ARDL e Cointegracao

Notagdo padrdo: {e;} (ou {u;}) é ruido branco com Elg;] = 0 e Var(e;) = o?; operador
defasagem L: Ly = y—1.

Questao 1. Calculo da ACF e PACF — AR(2) e MA(2).

Nas notas do capitulo 4, vimos o calculo da ACF e PACF do AR(1) e MA(1). Nesse exercicio
vamos fazer para os casos de ordem 2. Considere os dois processos estaciondrios abaixo, com

Er RB(O, 0'2)2
AR(2) Yt = <Z>1yt_1 + ¢2yt_2 + &4, MA(2) Y = &t + 91€t_1 + 02575—2-

Ambos os processos tem Ely;] = 0. Relembre: para calcular a ACF, basta calcular vy = Var(y;),
depois v, = Ely; yi—x] (usando E[y;] = 0), e dividir py = yx/70. Para calcular a PACF de ordem
k, resolva o sistema de Yule-Walker de ordem k.

(a) ACF do AR(2).

(i) Variancia. Aplique Var(-) nos dois lados de y; = ¢1y1—1 + ¢2y1—2 + &4, usando a indepen-
déncia entre £; e os lags de y e a estacionariedade (Var(y;) = Var(y;—;) = 7o), para obter a
formula de ~vq.

(ii) Autocovariancias. Calcule v, = E[y; y;—k] substituindo y; = ¢1y1—1 + d2yi—2 + £ € usando
que Ele; y4—] = 0 para k > 1. Mostre que, para k > 1:

Ve = $1Vk—1 + P2 Vk—2-
Depois divida por 7 para obter a recursao da ACF.

(iii) Condigoes iniciais. Use k = 1 e a simetria p_; = p; para mostrar que

P, = o1
1—¢o’
e entdo use k = 2 para obter ps = ¢2 + ¢1 p1.
(iv) Valores numéricos. Para ¢1 = 1,0 e ¢o = —0,5, calcule p1, p2, ps € ps usando a recursao.

(b) PACF do AR(2). Para cada ordem k, a PACF ¢y é o Gltimo coeficiente da solugao do
sistema de Yule-Walker Py, ¢, = py.

(i) Lag 1. Obtenha a expressao do sistema 1 x 1

(ii) Lag 2. Monte e resolva o sistema 2 x 2:

(0 %) ()= ()

2
L o calcule numericamente.

Mostre que ¢22 = p2 p2
L—p1

(iii) Lag 3. Monte o sistema 3 x 3 com os valores de p1, p2, p3 do item (a) e resolva para ¢z3. O
que vocé obtém? Interprete.



(c) ACF do MA(2).
(i) Calcule 79 = Var(y;) usando a independéncia dos €. (Dica: expanda Var(e;+ 01611+ O2e1—2)

e use Cov(eg,e5) =0 para t # s.)

(ii) Calcule v1 = Ely: yi—1] e 72 = E[y; y1—2] expandindo o produto (g; + 0164—1 + O2e1_2) X
(et—k + -+ ) e identificando quais termos tém o mesmo indice de ¢ (esses sobrevivem; os
outros sao zero).

(iii) Mostre que vy, = 0 para k > 3.
(iv) Compute p; e p2 numericamente para 61 = 0,7 e 3 = —0,4.

(d) PACF do MA(2). Use os valores de p; e pa do item (c) e pp = 0 para k > 3. Calcule ¢11,
929 € ¢33 montando e resolvendo os sistemas de Yule-Walker de ordens 1, 2 e 3.

(e) Tabela comparativa. Complete a tabela com os resultados e explique em uma frase o
padrao de cada coluna.

AR(2) (61=1,0, po=—0,5) MA(2) (6;=0,7, 63=—0,4)

Lag k  pg Dk Pk Dk

1

2

3

4

Questao 2. ACF e PACF - identificagao grafica.

Cada par de graficos abaixo mostra a ACF (barras azuis) e a PACF (barras douradas) de um
processo estacionario gerado por simulagdo. As linhas tracejadas representam bandas de confianca
a 95% (£1,96//T).

Para cada caso, identifique o tipo de processo mais provavel (AR(p), MA(q), ARMA(p, q)
ou ruido branco) e justifique sua escolha com base no comportamento da ACF e da PACF.
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Questao 3. Metodologia de Box-Jenkins.
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(a) Descreva as trés etapas da metodologia de Box-Jenkins. Para cada etapa, explique o
objetivo e as ferramentas utilizadas.

(b) Um pesquisador ajusta uma série e obtém os seguintes valores de AIC para modelos
ARIMA(p, 1,q) com p,q € {0,1,2}:

Modelo AIC | Modelo AIC | Modelo AIC
ARIMA(0,1,0) —310,2 | ARIMA(1,1,1) —318,7 | ARIMA(2,1,1) —319,2
ARIMA(0,1,1) —316,4 | ARIMA(1,1,2) —317,9 | ARIMA(2,1,2) —318,0
ARIMA(1,1,0) —317,5 | ARIMA(2,1,0) —316,8 | ARIMA(0,1,2) —315,1

Qual modelo vocé selecionaria? Justifique com base no principio da parcimoénia e no AIC.



(c) Explique a diferenca entre AIC e BIC. Para a mesma amostra de tamanho 7" = 200, qual
deles tende a selecionar um modelo com menos pardmetros? Calcule a penalidade por
parametro adicional em cada critério para T = 200.

Questao 4. Diagnéstico — Ljung-Box.
Ap6s ajustar um ARIMA(1,1,0) a uma série com 7' = 120 observagdes, os residuos apresentam
as autocorrelagoes estimadas:

ﬁl = 07087 ﬁ2 = _07067 ﬁ?) = 07117 ﬁ4 = 07037 ﬁ5 = _0709

(a) Escreva a estatistica de Ljung-Box Q(5) e calcule seu valor numérico.

(b) Sob Hy de auséncia de autocorrelagdo, Q(5) ~ x2 (aproximadamente). O valor critico da x?
a 5% com 5 graus de liberdade é 11,07. O modelo passa no diagndstico?

(¢) O que vocé faria se 0 modelo ndo passasse no diagndstico? Descreva o procedimento.

Questao 5. Previsdao com AR(1) — recursido e convergéncia.
Seja o processo AR(1) estimado:

Yy = 3 + 0,Ty—1 + w,  u~RB(0, 0?).
A 1ltima observagdo disponivel é yp = 20.
(a) Calcule §ry1, Jr4+2 € §r+3 usando a recursao Jrip = 3+ 0,7 Gryp—1.
(b) Qual é a média de longo prazo y do processo? Verifique que g1y — ¢y quando h — oo.
(c) Mostre algebricamente que a féormula geral é

3
1-0,7

Uren = (1-0,7) + 0,7 yp.

Use essa férmula para calcular g5 e §7410; compare com .

(d) Calcule a varidncia do erro de previsao Var(ep, ) para h = 1,2,3. Mostre que ela cresce
com h e, para h — 0o, converge para Var(y;) = o2/(1 — 0,49).

Questao 6. Previsao recursiva do ARMA(1,1).
Considere o modelo ARMA(1,1) com constante:

Y = 1+ oY1 + up + Ouyy, lp] < 1.

Regra de previsdo Gtima (esperanga condicional):
 Valores passados yr_; (j > 0): substituir pelo valor observado.
o Erros passados up_; (j > 0): substituir pelo residuo estimado @7_;.

o Erros futuros ur; (j > 1): substituir por zero (E[ur,;|Q7r] = 0).

o Valores futuros yry; (j > 1): substituir pela previsao §r;.

(a) Mostre que yr+1 = 1+ ¢yr + 04y e que Yrip = p+ ¢ Yrypn—1 para h > 2. Explique em
uma frase por que o componente MA desaparece a partir de h = 2.

(b) Usando a recursao do item (a), expresse explicitamente 7.2 e Jry3 em fungdo apenas de
yr, Ur, p e ¢.



(c) Generalize: mostre que para qualquer h > 1,

u(1— o)
1—¢

Dica: use inducdo ou itere diretamente a recursao §ryp = b + ¢ Yr+n—1 partindo de gr41.

Jren = + ¢"yr + " oar.

(d) O que acontece com §rp quando h — co? Compare com o AR(1) puro (6 = 0).

Questao 7. Erro de previsdo do ARMA(1,1).
Continuando com o modelo ARMA(1,1): v = pu+ dyr—1 + ur + O ug—q.
Defina o erro de previsdo erip = yrin — Y1th-

(a) Mostre que epi1 = ups1. Dica: escreva ypyi e subtraia §py1, usando que 4 = up.

(b) Mostre que ery2 = (¢ + 0) uri1 + ury2. Dica: use yriz2 = i+ ¢yri1 + urie +0uriy e
subtraia Jri2 = p+ ¢ gr41-

(c) Mostre que ery3 = @(p+ 0) urs1 + (¢ + 0) uryo + urys.
(d) A partir do padrao dos itens (a)—(c), deduza a expressao geral para erp para h > 2.

(e) Calcule Eleryp] e Var(erin) (para h > 2). Mostre que a previsdo é nao viesada e que
Var(er4p) € crescente em h.

(f) Comparagao. Escreva Var(ep,) para o AR(1) puro (0 = 0) e compare com o ARMA(1,1).
Para ¢ > 0 e 6 > 0, qual dos dois tem maior incerteza de previsdo para h > 27 Interprete.

Questao 8. Medidas de desempenho — MAE, RMSE, MAPE.

Dois modelos foram ajustados a uma série mensal do IPCA. As previsoes e os valores realizados
estdo na tabela abaixo:

Modelo A (ARIMA(1,1,0)) | Modelo B (SARIMA)
h|yren 97 e, yren  Uion  en
1] 062 050 0,62 0,58
21 044 050 0,44 047
31071 050 0,71 0,65
41038 050 0,38 0,41
51 0,55 0,50 0,55 0,52

(a) Complete a coluna de erros e calcule o MAE, o RMSE e o MAPE para cada modelo.

(b) Qual modelo vocé preferiria? Justifique usando mais de uma medida.

Questao 9. ARDL: efeitos de curto e longo prazo.
Estimou-se a seguinte equagao para o consumo das familias brasileiras (Cy, em bilhoes de reais)
em fung¢ao da renda disponivel (Y;, em bilhoes de reais), dados trimestrais, 7' = 80:

N

Cy = 85 + 040C:—1 + 0,30Y; + 0,20Y;—1.

(a) Identifique este modelo como ARDL(p,m) e indique as ordens p e m.
(b) Qual é o efeito de curto prazo (0C;/0Y;)? Interprete economicamente.

(c) Calcule o efeito de longo prazo (ELP) de uma variacdo permanente de 1 real na renda
sobre o consumo.



(d) Interprete a diferenca entre o ECP e o ELP. Qual é o multiplicador de longo prazo?

Questao 10. Cointegracao e Engle-Granger.

(a) (Conceito) Defina cointegragdo. Qual é a diferenca entre duas séries I(1) cointegradas e
duas séries I(1) nao cointegradas? Dé um exemplo econémico de cada caso.

(b) (Engle-Granger) Descreva o procedimento de Engle-Granger em 3 passos para testar cointe-
gracdo entre y; e xy, ambas I(1). Por que os valores criticos do ADF aplicado aos residuos
sdo mais negativos que os do ADF padrao?

(¢) (V/F com justificativa) Classifique cada afirmagdo como Verdadeira (V) ou Falsa (F):
(i) Se ys ~ I(1) e x;y ~ I(1) e sado cointegradas, os residuos da regressao y; = p + Ny + Uy
sao 1(0).
(ii) Toda regressao envolvendo duas séries I(1) é esptria.
(iii) Se yr ~ I(1) e x4 ~ I(2), pode haver cointegracdo entre elas.

(iv) A regressdo de Ay, em Axy é sempre vélida, mesmo se y; e z; sdo cointegradas — apenas
perdemos informagcao de longo prazo.

(v) Para testar cointegracdo entre trés varidveis, o procedimento de Engle-Granger com os
mesmos valores criticos de duas varidveis é suficiente.

(d) (Numérico) Uma pesquisadora obteve os seguintes resultados ADF. A tltima coluna repre-
senta o valor critico relevante para o teste de hipdtese:

Série Estatistica 7 VC a 5%
pe (nivel) —1,42 —2,87
my (nivel) -1,81 —2,87
Ap, ~8.34 —92.87
Am, 711 —9.87
Gy (residuos de py = p + nmy + uy) -3,51 -3,34

Conclua: (i) as séries sao I(1)7 (ii) ha cointegragao?

Questao 11. Modelo de Correcao de Erros — VECM.
Suponha que as séries Cy (consumo) e Y; (renda), ambas I(1), sejam cointegradas. Os dois
estagios de Engle-Granger produzem:

Estagio 1 C, =0,15+0,82Y; + 4,
Estagio 2 AC, = 0,03+ 0,55AY; — 0,30 41 + &

(a) Interprete os coeficientes do estagio 1: o que significa /) = 0,827
(b) Interprete os coeficientes do estagio 2:

e 7o = 0,55: interprete esse coeficiente.
« A= —0,30: interprete esse coeficiente. Por que ele é negativo?

(¢) Suponha que no periodo t — 1, o consumo estava acima do equilibrio de longo prazo em 2
bilhoes de reais (ii;—1 = 2). Calcule a contribuigdo do termo de correcao de erros para AC.

(d) Mostre algebricamente que o VECM pode ser derivado do ARDL(1, 1) com coeficientes ¢1,
no e n1. Dica: subtraia Cy_1 dos dois lados e reescreva.



