Lista 1
Econometria IT - UFBA | Prof. Pablo Castro

Instrugdes. Resolva no papel, mostrando todas as contas.
Notacdo padrdo: {e;} é ruido branco com E[g;] = 0 e Var(g;) = o2; y(k) = Cov(ys, yr_k);
p(k) = ~(k)/7(0).

Questao 1. (Revisio: covariincia,).
Sejam X e Y duas varidveis aleatdrias quaisquer, com E[X]| = pux e E[Y] = py.

(a) Mostre, expandindo o produto (X — pux)(Y — py) e usando a linearidade da esperanga, que
Cov(X,Y) = E[(X — px)(Y — )] = E[XY]—E[X] E[Y].
(b) Usando o item (a) com X =y e Y = y;_j, escreva a autocovariancia v(k) = Cov(y, y1—k)
das duas formas — a “centrada” (com p; = E[y;]) e a “ndo centrada” (com E[yiy:—x]).

(c) Se o processo tem média zero (uy = 0 para todo t), o que acontece com a forma nao centrada
do item (b)?
(Note que isso ird simplificar as contas nas Questoes 4, 5 € 6)

Questao 2. (Conceitos — V/F com justificativa, 5 itens).

Classifique cada afirmagdo como Verdadeira ou Falsa e justifique em uma ou duas linhas.

(a) Um ruido branco com o2 = 1 tem p(k) = 0 para todo k # 0, mas pode apresentar p(k) # 0
para algum k se a distribuicdo nao for normal.

(b) Se as raizes do polindémio caracteristico de um processo AR(p) estdo dentro do circulo
unitario, o processo é estacionario.

(c) Um processo MA(q) é sempre fracamente estaciondrio, independentemente dos coeficientes
(desde que finitos).

(d) Um passeio aleatério y; = y;—1 + €; é estacionario em primeira diferencga.

(e) Em um processo ARMA(p, q), a estacionariedade depende dos coeficientes da parte AR e
da parte MA.

Questao 3. (Polinémio caracteristico).

Para cada processo abaixo, escreva o polinémio caracteristico associado, encontre suas raizes e
diga se o processo é estacionario.

(a) v =0,Tyt—1 + &

(b) ye=12y1—0,35y; 2 +¢&
(¢) ¢ =05y-1+0,6y1—2+¢:
(d) ye=1,0y-1 — 025y 2 + &

Dica: use a forma ¢(L)y: = €; e estude as raizes de ¢(z) = 0 (estacionariedade < todas as
raizes fora do circulo unitario).



Questao 4. (MA(2): momentos e autocovariincias).

Considere o processo
yr = ¢ + 08e41 — 0,369, £t ~RB(0,02).

Calcule:
(a) Efy:] e Var(y:) = 7(0);
(b) ~(1), 7(2), ¥(3) e (k) para k > 3;
(c) as autocorrelagoes p(1), p(2);
(d) explique em uma frase por que (k) = 0 para k > ¢ em qualquer MA(q).

Questao 5. (MA com “memdria curta”).

Considere o processo
Ty = & + Et 1+ €t 2, €tNRB(O, 1)

(a) Calcule v(0),7(1),7v(2),7(3),7(4) e descreva (k) para k > 3.

Questao 6. (AR(1): momentos e decaimento da autocovariincia,).
Seja
wo=p+ oy +en [0l <1, e ~RB(0,07).
(8) Mostre que Ely] = /(1 — 6) e que Var(y) = 0%/(1 - 62).
(b) Calcule v(1),7(2) e dé uma férmula geral para vy(k), k > 0.

Questao 7. (Autocovariancia do AR(1): duas rotas alternativas).

No slide “Processo AR(1): calculando 71 = Cov(ys, y:—1)” da Aula 1, calculamos a autocovariancia
do AR(1) aplicando o operador Cov(-,-) diretamente na equagio do processo. Considere o mesmo
processo,

Yyt =c+ dy—1 +et, ¢ <1, & ~RB(0,07),

com j1 = Ely] = ¢/(1— 6).

(a) Chegue ao mesmo resultado, (1) = ¢~(0), agora partindo da férmula (1) = E[yy—1] —
E[y¢] E[y:—1] (a forma “néo centrada” vista na Questao 1). Dica: substitua y,; pela equagao
do processo dentro de E[y;y;_1], use E[y? ;] = v(0) + p? e, ao final, use p = ¢/(1 — ¢) para
cancelar os termos em p2.

(b) Compare as duas rotas: em qual delas a constante ¢ (ou i) some de imediato, e em qual
ela precisa ser cancelada s6 no final da conta? Explique por que isso acontece.



Questao 8. (Classificacio).

Identifique cada processo abaixo como AR(p), MA(q), ARMA(p,q), ARIMA(p,d,q) ou
SARIMA (p,d, q)(P, D, Q)n, indicando todas as ordens (p,d,q) ou (p,d,q)(P, D, Q) quando
aplicavel.

(a) ¢ =0,6y-1+e

(b) ye=er+05e1—02¢e3

(¢) ¥t =09yr—1 +et +0,dery

(d) Ayr =03Ay—1+¢

(e) (1—L)(1—L")y; = (1+05L)(1+03L"?)e
(f) yt =ye—1 + ¢ (passeio aleatorio)

Questao 9. (Passeio aleatdrio ndio é estaciondrio).
Seja y; = Y11 + ¢, com yo = 0 e &, ~ RB(0, 02).

(a) Escreva y; como Z;Zl £;.

(b) Calcule E[y;] e Var(y;). O que acontece com Var(y;) quando ¢ — 0o?
(c) Calcule Cov(yt, y:—k) € mostre que ela depende de t (nao s6 de k).
)

(d) Conclua: o passeio aleatério viola qual das condic¢oes de estacionariedade fraca?

Questao 10. (Tendéncia deterministica vs estocdstica).

Considere dois processos:
(A) gy =a+bt+u, u ~RB(0,07%) B) ye =b+yi—1 + &4
(a) Em qual deles a tendéncia é deterministica? Em qual é estocastica?

(b) Um choque &; tem efeito temporario ou permanente em cada caso?

(c) Para tornar cada um estacionério, o procedimento correto é remover a tendéncia via regressao
em t (“detrending”) ou tomar primeira diferen¢a? Justifique.

(d) Qual é a hipdtese nula do teste de Dickey-Fuller, e qual é a alternativa? Em qual dos dois
processos acima a hipotese nula é rejeitada?

Questao 11. (Filtro Hodrick-Prescott).

O filtro HP escolhe a tendéncia =1, ...,y que minimiza
T T-1 )
Z(yt — )+ A Z [(Ye1 = 7e) = (v = ye-1)]
t=1 =2

(a) O que significa, intuitivamente, A = 0?7 E A — 0co? Como é a tendéncia em cada caso?

(b) Por que, para PIB trimestral, se costuma usar A = 1600 enquanto para PIB anual se usa
A = 6,25 (ou 100)? Por que valores tao diferentes?

(¢) Conta no papel. Considere T' = 3 observagdes y1 = 2, y2 =5, y3 =4 e A = 1. O problema
HP se reduz a minimizar

Fly,y2,73) = (2—=7)2 + (5 =722+ (4 —73)2 +1- [(33 — 72) — (2 —m)])>

Derive as condicdes de primeira ordem e resolva o sistema linear para encontrar i, y2, V3.



Questao 12. (Pesos deterministicos vs aleatdrios).

Seja e ~ i.i.d. N(0,1). Defina trés processos:

1, t par,
P Cy = Dy ey,

A = ¢y, By = wi ey, wy = ,
3, timpar,

onde {D;} é uma sequéncia i.i.d. que assume os valores 1 e 3 com probabilidade 1/2 cada,
independente de {¢;}.

(a) Mostre que {A;} é fracamente estacionario.
(b) Calcule Var(B;) para t par e para ¢t impar. Conclua que {B;} ndo é fracamente estacionério.

(c) Calcule E[Cy], Var(Cy) e Cov(Ct, Ci—k) para k > 0. Conclua que {C;} é fracamente

estaciondario.

(d) Tanto B; quanto C; multiplicam &; por um peso que pode valer 1 ou 3 — ou seja, tém o
mesmo conjunto de valores possiveis para o peso. Por que um é estacionario e o outro nao?
Em uma frase, identifique a diferenca fundamental entre os dois mecanismos de geracao
dos pesos.

Questao 13. (Mistura aleatdria de duas representagoes MA(1)).

Seja {&;} um ruido branco gaussiano, g; ~ i.i.d. N(0,02). Agora imagine que, em cada perfodo
t, jogamos uma moeda honesta para decidir qual de duas equacoes vale naquele periodo — e o
resultado dessa moeda nao depende em nada dos valores de ;. Formalmente, seja {m;} uma
sequéncia i.i.d. que assume os valores 1 ou 0, cada um com probabilidade 1/2 (pense em 7 = 1
como “deu cara” e m; = 0 como “deu coroa” no sorteio do periodo t), independente de {¢;}.
Fixe os dois coeficientes @ = 1/2 e f = —1/3. Defina

et +ae—q, sem =1 (deu cara),
Yt =
et + fer—1, sem =0 (deu coroa).

Note que cada ramo isolado é um MA(1) bem definido (estacionério). A cada periodo, um novo
sorteio decide qual dos dois ramos vale — ou seja, o processo {y;} alterna aleatoriamente entre os
dois ramos, e esse sorteio é sempre independente do passado e dos valores de €.

(a) Calcule E[y,].

(b) Calcule Var(y;) = v(0). Dica: defina o coeficiente do periodo a; € {«, 5} (com probabilidade
1/2 cada, independente de ¢) e mostre que Var(y;) = o2 + E[a?] o2.

(c) Calcule y(1) = Cov(ys, y¢—1) e (k) para k > 2.

(d) Justifique que {y;} é fracamente estacionario, mostrando que E[y], Var(y;) e (k) ndo
dependem de t.

(e) Intuicdo. Em uma ou duas frases, explique por que uma mistura i.i.d. de processos
estacionarios (com os pesos 7y independentes do ruido) preserva a estacionariedade — e
contraste com a Q12.



