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Este gabarito € uma ferramenta de estudo: as derivacoes estao escritas passo a passo. Acompanhe cada

passo refazendo no papel, e leia os comentdrios (o porqué de cada coisa).

Gabarito Questao 1. (V/F)

(a) F. Para ruido branco em sentido fraco, p(k) = 0 para k # 0 por defini¢do, qualquer que
seja a distribuicdo marginal. Nao-correlagdo # independéncia: pode haver dependéncia
nao-linear.

(b) F. Estacionariedade exige que as raizes do polindmio caracteristico ¢(z) = 0 estejam fora
do circulo unitério (médulo > 1), ndo dentro.

(¢) V. Qualquer MA(q) com coeficientes finitos tem E, Var e y(k) finitos e constantes em ¢ —
estacionariedade fraca é automatica. A invertibilidade (raizes da parte MA fora do circulo)
é uma propriedade separada.

(d) V. Sey; =yi—1+ &, entdo Ay, = €4 é ruido branco = estacionério. Por isso y; ~ I(1).

(e) F. A estacionariedade de um ARMA(p, q) depende apenas dos coeficientes da parte AR
(raizes de ¢(z) = 0 fora do circulo). A parte MA é sempre fracamente estacionaria
com coeficientes finitos — portanto nao influencia. Os €’s importam para a invertibilidade,
propriedade separada.

Gabarito Questao 2. (Polinémio caracteristico)
Regra: ¢(L)y, = &, é estaciondrio sse todas as raizes de ¢(z) = 0 tém moédulo > 1.
(a) ye =0,Tyt—1 + e = (1 —0,7L)y; = &¢. Polindémio: ¢(z) =1—0,72z. Raiz: 1 - 0,72 =0= 2z =
1/0,7 ~ 1,43. |z| > 1 = estacionario.
(b) 0,3522 —122+1=0.
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Raizes: 21 =2 e 2o = 1,43. Ambas |z| > 1 = estacionério.
(c) 0,622 40,52 —1=0.
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Raizes: 21 ~ 0,94 e zo = —1,77. |21]| < 1 viola = nao estacionério.
(d) 0,2522—2z+1 = 0. Discriminante = 1 —1 = 0. Raiz dupla z = 2. |z| = 2 > 1 = estacionério.

Atalho AR(2): estaciondrio sse ¢1 + g2 < 1, po — 1 < 1, |¢2| < 1. Em (c): 0,54+0,6 = 1,1 > 1,
viola. v’

Gabarito Questao 3. (MA(2) — passo a passo)
Temos y; = €4 + 01641 + Bagy_o com 01 = 0,8, s = —0,3, e &, ~ RB(0, 02).

(a) Esperanca E[y,].
A esperanca ¢ linear, entdo passa por somas e constantes:

Ely:] = Eles] + 61 Elet—1] + 02 E[er—2].



Como {&;} é ruido branco, E[es] = 0 para todo s. Logo E[y;] = 0.

Variancia v(0) = Var(y;).
Por definigdo, Var(X) = E[X?] — (E[X])%. Como acabamos de mostrar que E[y,] = 0, isso
simplifica para
Var(y,) = Ely7].
(E por isso que vamos elevar y; ao quadrado: porque Var(y;) = E[y?] quando a média é zero.)
Elevando y; ao quadrado e expandindo (usando (a + b+ ¢)? = a? + b? + ¢? + 2ab + 2ac + 2bc):

y? = (et + 0,851 — 0,364-2)°
=2 +0,64e7 | +0,09¢7,

4+ 1,6e16¢1 — 0,664 — 0,48 4_16¢_9.

Tomando esperanga termo a termo e usando E[ege,] = 0 para s # r e E[e2] = 0%

Ely7] = E[¢7] +0,64 E[e7_,] +0,09 E[¢7_,]
=02 =2 —o2

+ 1,6 E[&ta?tfl] —0,6 E[EtEtfg] —0,48 E[E—thletfz]
=0 =0 =0
= 0%(14 0,64 +0,09) = 1,73 0.

Portanto v(0) = 1,73 2.

(b) 7(1), 7(2), ¥(3) e 7(k) para k > 3.

Por defini¢do, v(k) = Cov(ys, yi—k) = Elyyi—i] — E[ye) E[ys—r]. Como as médias sdo zero,
V(k) = Elyiye—r]-

~v(1): Note que y;—1 = €4—1 + 0,864—2 — 0,3e4_3.

Ao expandir y; - y:—1, apenas produtos com o mesmo indice de ¢ sobrevivem na
esperanca (os outros vao a zero). Vamos enumerar os pares com mesmo indice:

e Coeficiente de 5%_1: do termo 0,8¢;_1 em y; vezes ;1 em ;-1 = 0,8 -1 =10,8.

o Coeficiente de 2 ,: do termo —0,3¢;_o em y; vezes 0,85, em 11 = (—0,3) - 0,8 = —0,24.

Esperanca:
v(1) = 0,8 E[e?_;] — 0,24 E[e? 5] = (0,8 — 0,24)0% = 0,56 °.

Y(2): yr—2 = e4—2 + 08543 — 0,354—4.
Indices em y;: {t,t —1,t —2}. Em y;_o: {t — 2, —3,t — 4}. Intersecao: {t — 2}.

Unico termo sobrevivente: coeficiente —0,3 - 1 = —0,3 vezes E[e7_,] = o2.

7(2) = —0,30°.

v(3): yr—3 = €43 +0,854_4—0,3e4_5. Indices: {t—3,t—4,t—5}. Intersecio com {t,t—1,t—2}
é vazia. Todos os produtos cruzados zeram. (3) = 0, e pelo mesmo argumento (k) = 0 para
todo k > 3.
() p(1) =~(1)/4(0) = 0,56/1,73 ~ 0,324 e p(2) = —0,30/1,73 ~ —0,173.
(d) Em um MA(q), y envolve no méaximo g + 1 inovagoes: &, ...,e4—q. Para k > ¢, y;—i envolve
Et—ks -+ s Et—k—q, todas com indice menor. Nao hd € em comum =- todos os produtos cruzados
tém esperanca zero = y(k) = 0.

Gabarito Questao 4. (MA com memdria curta — passo a passo)
Ty = &t + %6,571 + i&:t,Q, 02 =1. Use 0p=1,0; = 1/2,02 = 1/4
Esperanca. Linearidade + ruido branco: E[z] = 0.



v(0) = Var(z;). Como E[z,] = 0, Var(z;) = E[z7]. Expandindo (g, + ;-1 + +&1-2):

2 2, 1.2 1.2 1 1 11
xf =ef + 361+ 1gCt—2 T 2 3EtEt—1+ 2 gEEt—2+ 2 5 jE—1E1-2 .

E—0 E—0 E—0

Esperanca:

Y(0) =1+ 14 L = 160481 = 2L g 3795,

1 1
Y(1). 41 = €11+ 5602 + 7E-3-
Pares de mesmo indice em x;x¢_1:

e &2 4 coef.

e &2 4 coef.

IR
M= =
ool NI

(1) =4+ § =2 =0,625.

Y(2). xp—9 =49 + %6,5_3 + %Et_zl. Unico € comum: &;_9, com coeficiente % 1= i.

v(2) = 1 = 0,25.
v(k) para k > 3. Sem sobreposi¢ao de indices = (k) = 0.

Gabarito Questao 5. (AR(1) genérico — passo a passo)
Yt = p+ dyi—1 + e, |4 < 1, e ~ RB(0,07).
(a) Esperanca. Por estacionariedade, E[y;] = E[y;—1] =: m (constante). Tomando esperanga da

equagao:
7

1—¢
Variancia. Para calcular Var(y;) via Var(X) = E[X?] — (E[X])?, é comodo centralizar y;
(caso contrario a expansao fica cheia de termos p). Defina ¢, = y, — m. Subtraindo m da equagio:

m=p+¢m+0=m—-om=p = m(l—¢)=p = m=

U=+ oy—1 +e1) —m © A(Yyr—1 —m) + ¢ = G Gp—1 + &,

onde em (x) usei u = m(1 — ¢) = m — ¢m. Note que centralizar ndo altera varidncia: Var(y;) =
Var(gt).
Como E[§] = 0, Var(;) = E[g?]. Elevando ao quadrado:

?Jtz = ¢2§1:2—1 + 24 Gr—16¢ + €7

Esperanca:
E[5i] = ¢* Elgi 1] + 20 Elgi—1e] + E[7].
—_————  ——
=0 —52
Por que E[g;—1e¢/] = 02 Porque ;1 é fungdo apenas de ;_1, 2, ... (inovagoes passadas), e g; é

independente de cada uma delas = ;1 é independente de &, e a covariancia é zero.
Por estacionariedade E[j?] = E[§? ;] = ~(0):
o2

10) = 1(0) + 0% = A(O)(1=¢%) =0 = Var(y) =1(0) = 13-

(b) ~(k) para k> 1.
Multiplique ¢y = ¢yi—1 + ¢ por g;—j, e tome esperanca:

Elg:0i—k] = ¢ E[gi—19e—1] + ElesGr—r]-



Identificando (k) = E[g:9t—x], 7(k — 1) = E[gt—19:—x] (estacionariedade), e usando E[e;g;—x] =0
para k > 1 (mesmo argumento de antes):

v(k) = ¢y(k—1).
Iterando: v(k) = ¢y(k — 1) = ¢>y(k — 2) = - - - = ¢¥v(0). Portanto:

o2

v(k) :¢k1_7¢2, k> 0.

Em particular (1) = ¢o?/(1— ¢2) e 4(2) = ¢20%/(1 = 62). A ACF & p(k) = 7(k)/1(0) = ¢* -
decaimento geométrico.

Gabarito Questao 6. (Classificagio)
(a) AR(1) com ¢ = 0,6.
(b) MA(3) (com 65 = 0; a ordem é o maior lag presente).

(c) ARMA(1,1).

(d) Ay; = 0,3Ay;—1 + & = a primeira diferenca segue AR(1), entdo y; ~ ARIMA(1,1,0).

(e) Diferenca regular (1—L) + sazonal (1—L12); MA regular e sazonal. SARIMA(0,1,1)(0,1,1)12
)

(f) Passeio aleatério = ARIMA(0,1,0).

Gabarito Questao 7. (Passeio aleatério — passo a passo)
Yt = Y1 + €1, Yo = 0, & ~ RB(0,0?).
(a) Iterando a recursao:

1=¢€1, Y2=y1te2=¢€1+¢€2, Y3=¢e1+e2+tez ..., ytZZEj-

(b) Esperancga. Linearidade: Ely;] = Z
Varidncia. Como E[y;] = 0, Var(y;)

=1
=E|
t t
(Z ) Z C+ Z EjE;.
=1 = =1
]j#

Ele;] = 0. Constante.

y?]. Elevando ao quadrado:

Esperanca (cruzados — 0, quadrados — o2):
t
E[y?] = Z]E[E?] +0=to?

Var(y;) = to?. Quando t — oo, Var(y;) — oo.

(c) Covariancia. Para k > 0:

. t—k
Cov(yr, yt—k) = Elyys—] [(Z ) (Z Slﬂ
— i=1

Sobrevivem apenas pares j =i, com i € {1,...,t — k} (limitado pelo lado direito):

=11:=1

t t—k
= Z ZE[SJ'&'].
j=1

o~
ol

Cov(ys,yir) = Y 02 = (t—k)o>

@
I
—

Esse valor depende de t.

(d) A definigao de estacionariedade fraca exige:



(i) E[y:] constante = satisfeito (= 0).
(ii) Var(y;) constante = wiolado (= to?, cresce com t).

(iii) Cov(ys, ) depende s6 de k = wiolado ((t — k)o?, depende de t).

Conclusao: o passeio aleatério viola as condigdes (ii) e (iii). Por isso é I(1) — precisa de uma
diferenca para virar estacionario.

Gabarito Questao 8. (Tendéncia det. vs estocéstica)

(A) ys = a+ bt +u, uy ~RB(0,0%).  (B)ys =b+y_1 +ep
(a) (A) tendéncia deterministica (a linha a + bt é fixa). (B) tendéncia estocastica (random
walk with drift — cada ¢ se acumula permanentemente).
(b) Em (A), choque u; afeta sé o periodo ¢t — temporario. Em (B), iterando y; = bt + Z§:1 €53
cada ¢; entra na soma e nunca sai — permanente.

(c) (A) é trend-stationary: remover a + bt por regressao deixa u; estacionério. (B) é difference-
stationary: Ay, = b+ &, é estacionario. Detrending em (B) gera regressao espuria; differencing
em (A) “superdiferencia” (cria MA(1) com raiz unitéria).

(d) DF: Hy: raiz unitaria (y; ~ I(1), modelo B). Hj: estacionario (A). Em (A) rejeita-se Hp; em
(B) nao.

Gabarito Questao 9. (Filtro HP — passo a passo)

(a) A =0: o termo de suavidade some. O étimo é v, = y; (tendéncia colada — filtro nao filtra).
A — oo: forga segunda diferenga a zero = inclinagdo constante = tendéncia é uma reta (regressao
linear em t).

(b) A penalizagdo A3 (A%y;)? opera por periodo. Mais frequéncia = mais oportunidades de
mudanca = precisa A maior para a mesma suavizacio. Ravn-Uhlig (2002): Aanual = Atrim /4% =
1600/256 ~ 6,25.

(c) Conta para T =3, y=(2,5,4), A=1.
Defina D := (y3 — 72) — (72 — 71) = 71 — 272 + 73 (segunda diferencga).
Reescrevendo a funcio objetivo: F = (2 — 1) + (5 — 72)? + (4 — 73)? + D2.
CPOs. Lembrando 0D /0y, =1, 0D /0ve = —2, D /0v3 = 1, e aplicando a regra da cadeia
em D?:
OF/oy1 = —22—m)+2D-1=0 = 1 +D=2 (Eql)
OF[0va =—-2(5—7)+2D-(-2)=0 = 1w —2D=5 (Eq2)
OF/0v3 = —2(4—3)+2D-1=0 = 3+ D=4 (Eq3)

Resolvendo. Das trés equagoes:
'71:2_D7 72:5+2D7 73:4_D
Substituindo na defini¢do D = 1 — 2y2 + 3:

D=(2-D)-2(5+2D)+ (4— D)
=2-D—-10—4D+4—-D
=—-4—-6D

= 7D=-4= D=-1

Voltando:

71 =243=L%2571, 1=5-3=2 3857 y3=4+7=32r~457L



Verificagdo. v1 +7y2+73 = (18 +27+32) /7 =77/7 =11 = y1 + y2 + y3. O filtro HP preserva
a soma. v

Interpretagdao. Como A = 1 é pequeno, a tendéncia fica proxima da série, mas suaviza o pico
em ys = 5 — a tendéncia ali é 27/7 ~ 3,86, menor que 5.

Gabarito Questao 10. (Pesos deterministicos vs aleatérios — passo a passo)
A = e1; By = &y (¢ deterministico); Cy = Dyey (Dy aleatério). e ~ i.i.d. N(0,1), portanto
Ele] =0, E[g?] = 1.
(a) {A;} é estacionério.
o« E[A] =E[g] =0.
e Var(4;) = E[A?] — 0 = E[¢?] = 1. Constante.
o Cov(As, Ai—i) =E[eres—k) =0se k #0, =1 se k = 0. Depende s6 de k.
{A+} é ruido branco = fracamente estacionario.

(b) {B;} NAO é estacionério.
Esperanca. Como ¢; é deterministico (constante em relagao & esperancga):

E[Bt] = Ct E[&’t] = Ct - 0=0 Vt.
Variancia. Como E[B;] = 0, Var(B;) = E[B?] = E[c?e?] = ¢? E[e?] = ¢?. Logo:

1, t par,

9, t impar.

Var(B;) = {

A variancia alterna entre 1 e 9 — depende de t. Como uma das condigdes de estacionariedade
falha (varidncia nao constante), {B;} NAO ¢é fracamente estaciondrio.

(c) {C} E estacionério.
Primeiro, momentos de D; (uniforme discreta em {1, 3}):

BD)=1(1)+1@) =2 EDI =L(1)+1(9) =5
Esperanca. Como D; 1 ¢; (independéncia):
E[Ci] = E[Diet] = E[Dy] Elet] =2-0 = 0.
Variancia. Como E[C;] = 0, Var(C;) = E[C?]:
Var(C;) = E[D?¢?] = E[D?| E[¢?] =5-1=5. (constante em t)
Covariancia para k # 0:

COV(Ct, thk) = E[DtthkEtEtfk} = E[Dt] E[Dt,k] E[EtEt,k} =0.
=2-2=4 =0

(Independéncias: Dy 1 Dy pois i.i.d.; D L e por hipdtese; e; L g4y, pois i.i.d. com k # 0.)

Todos os momentos constantes em t = {C;} é fracamente estaciondrio.
(d) Diferenca fundamental.

Em By, o peso ¢; é deterministico e depende de t: dado t, sabemos exatamente ¢; (1 par, 3
impar). A distribui¢do de B; muda entre t par e impar.

Em C4, o peso D; é aleatério e i.i.d.: tem a mesma distribuicio em todo t (P(Dy =1) =
P(Dy =3) =1/2). A distribuicdo de C; é a mesma em todo t.

Licao: estacionariedade nao é propriedade da trajetdria observada (ambos podem ter valores 1-&
e 3-¢), é da distribui¢io subjacente. Regra deterministica dependente de ¢ quebra estacionariedade;
regra aleatéria i.i.d. preserva.



Gabarito Questao 11. (Mistura aleatéria — passo a passo)

Yy = € + ag4—1, com a; € {a = 1/2, 8 = —1/3}, cada com probabilidade 1/2, i.i.d. e
independente de {g;}. e; ~ i.i.d. N(0,0?).

Momentos da v.a. a;.

g = 45+ 4D =1 ==
Elaf] = 3(1) +3(3) = § + 15
Achando denominador comum (mmc(8,18)="72): % = %, %8 = %. Logo E[a?] = %

Independéncia crucial: a; depende s6 de 7y, que é independente de todas as €’s e dos as
com s # t.

(a) Esperanca.

Ely:] = Ele] + Elaze¢—1] = 0 + E[az] E[e;—1] = 0.
N2 0
1

(b) Variancia v(0).
Como E[y,] = 0, Var(y;) = E[y?]. Elevando ao quadrado:

2 2 _ 2 2.2
yp = (et + are4—1)° = €f + 2ape464—1 + aje;_q.

Esperanca termo a termo:
e E[e?] =02

. E[2at€t€t_1] = QE[at] E[EtEt_l] = 2(1/12) -0=0.
(usando a; L €’s, e E[eyey—1] = 0 por ruido branco)

e Elafer ] = E[a]]E[s2 ] = B o2

Somando:
7(0) — 52 +0+ %02 _ 72;21302 _ é;g o2 ~ 1,181 o2,

() v(1) = Cov(yt,yt—1)-
Como as médias sao zero, 7(1) = E[yy;—1]. Escreva y—1 = €41 + ay—164—2 e multiplique (4
termos):

Y Yi—1 = (er + aper—1)(€4—1 + ar—164—2)
2
= EtEt—1 + AQr—1E¢Et—2 + At€4_1 + Q1A 1€t 1E¢t—2 .
———— —.— N—————

——
(1) ) (3) (4)

Esperanca de cada termo:

o (1) Eletes—1] = 0 (indices distintos).

o (2) Elat—1ee1—2] = Elas—1] Ele¢] E[es—2] = 0.

o (3) E[me? ] = E[a;] E[e?_;] = & 0% Unico termo néo-nulo.

e (4) Elagas_161-16¢—2) = Elay) E[ag_1] Elg;_16¢-2] = (1/12)2-0 = 0.
(1) = f5 0%

v(k) para k > 2. y, envolve {4, .1} (e ar). yr—k envolve {e;_x,er—x_1} (e ar_x). Para k > 2,
{t,t =1} n{t —k,t — k —1} = (. Todos os produtos cruzados em y;y;_ tém &’s com indices
distintos = esperanca zero.

v(k) =0 para k> 2.

(d) Estacionariedade.



o Ely:] = 0, constante.
e Var(y) = (85/72)0?, depende s6 de 02, «a, 3 (fixos).
e (k) depende s6 de k: v(0) = (85/72)02, v(1) = (1/12)0?, (k) = 0 para k > 2.

{y} é fracamente estaciondrio, com estrutura de autocovaridncia de MA(1) (corta em k = 2).

(e) Intuicdo. Cada ramo isolado é um MA(1) estaciondrio:

e Ramom =1: yy =& + %515,1 -~ MA(1) com 0 =1/2.
e Ramom =0: y; =& — %et,l — MA(1) com § = —1/3.

A varidvel m; “escolhe” aleatoriamente em qual ramo o processo esta. Os 7y sdo i.i.d. e indepen-
dentes de ¢ — a regra de selecdo ndo muda com t. Como a distribui¢cdo condicional de y; dado m;
nao depende de t, e m; tem mesma distribuicdo em todo ¢, a distribuicdo marginal de y; também
nao muda com t. Fstacionariedade preservada.

Contraste com Q10: 14, B; = ¢ tinha peso deterministico dependente de ¢t = distribuicao
de B; mudava entre t par e impar = quebra estacionariedade. Aqui, peso aleatdrio com
distribui¢do constante = estacionariedade sobrevive.



