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Roteiro

Parte |
= Processos estacionarios
= Processos nao estacionarios

= Processos com tendéncia
deterministica

Parte 11

Metodologia de Box-Jenkins
Previsao
Cointegracao

Autoregressdo vetorial
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Secdo 2.1

Processos Nao Estacionarios e Processos Integrados



O que estudamos neste capitulo?

Objetivo:

Revisdo de processos ndo estacionarios,
compreender o conceito de raiz unitaria e
aprender os testes para detecta-la.

Roteiro

1.

AR A

Motivacdo: regressao esplria e choques
permanentes

Passeio aleatério (random walk)
Processos integrados I(d)
Teste Dickey-Fuller (DF)

Exercicios

Onde estamos?
v' Introducdo ao MQO
v' Regressido e inferéncia
V" Processos estacionarios
—  Raiz unitaria / 1(d)

Testes DF e ADF
Box-Jenkins
Cointegracdo / VAR
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Séries Estacionarias vs. Nao Estacionarias

Série estacionaria Série n3o estacionaria

Oscila em torno de uma média fixa. Sem média fixa para onde retornar.

Choques tém efeito temporario. Choques tém efeito permanente.

A variancia n3o cresce com o tempo. A variancia cresce com o tempo.

O passado distante n3o importa. O passado inteiro se acumula no presente.
Exemplo Exemplo

Taxa de inflagdo (IPCA mensal): sobe, Nivel de precos (IPCA acumulado): nunca
desce, mas gravita em torno de uma média “volta" a um patamar anterior — cada
histérica. choque desloca o indice para sempre.
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Séries Estacionarias vs. Nao Estacionarias

Consequéncia

Se a série for ndo estaciondria e isso n3o for tratado, os modelos produzirdo inferéncias
invalidas e previsoes enganosas. Verificar a estacionariedade é o primeiro passo de qualquer
analise de séries temporais.
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Processos Integrados: 1(d)

Definicao
Dizemos que {y;} é integrado de ordem d, y; ~ I(d), se sdo necessarias d
diferenciacées para torna-lo estacionério:

Ay, ~ 1(0)

A notac3o I(d) indica quantas vezes a série precisa ser diferenciada para se tornar estacionaria.

= 1(0) — ja estacionario.
= 1(1) — uma diferenca torna a série estacionaria: Ays =y — yi—1 ~ I(0)

= 1(2) — duas diferencas sdo necessérias:

Ay = A(Aye) = Alye — ye—1) = Aye — Aye—1 = (g — ye—1) — (Ye—1 — Ye—2) ~ I(0)
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Exemplo: IPCA

Série em Nivel — 1(1)
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Regressao Espuria

Quando duas séries I(1) ndo relacionadas s3o regredidas uma na outra,
frequentemente obtemos R? alto e t-estatisticas significativas — sem nenhuma relacio
causal real.

Por que acontece?

= Séries I(1) acumulam choques Solucdo: verificar se as séries sdo
permanentes I(1) antes de estimar qualquer re-
= Duas séries com tendéncia estocastica gressdo, usando os testes que vere-

“andam juntas” por coincidéncia mos a seguir.

= A inferéncia via ¢ de Student nao é
valida para séries I(1)
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Regressao Espuria

Problema

Quando duas séries I(1) ndo relacionadas s3o regredidas uma na outra,
frequentemente obtemos R? alto e t-estatisticas significativas — sem nenhuma relacio

causal real.

Por que acontece?

Exemplo
= Séries I(1) acumulam choques PIB e Ibovespa: ambas as séries
permanentes ao longo do tempo crescem ao longo do tempo. Uma

regressdo do PIB no indice em nivel
produz R? ~ 0,9 e coeficientes altamente
. o - significativos — mesmo sem relac3o

= A inferéncia via t de Student nao é causal direta entre os dois.

valida para séries n3o estaciondarias

= Duas séries com tendéncia estocastica
“andam juntas” por coincidéncia

= Durbin-Watson =~ 0 é um sinal de alerta
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Dois Tipos de Tendéncia

Séries com tendéncia podem ser de dois tipos muito diferentes:

Tipo 1: Tendéncia Deterministica Tipo 2: Tendéncia Estocastica — I(1)

Ye=p+Bt+u, u~1(0) Yo =M+ Y1+ &
A série é estaciondria em torno de uma A série é estaciondria em primeira diferenca.
tendéncia.

Choque: efeito permanente — a série ndo
Choque: efeito temporario — a série retorna retorna.

a tendéncia. Tratamento: tomar Ay;; ndo regredir

Tratamento: remover (3t por regressdo; nao tendéncia.
diferenciar.

Regressao Esplria:

A solucdo depende do tipo de n3o-estacionariedade: tendéncia estocastica — diferenciar;
tendéncia deterministica — remover a tendéncia.
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Choques Temporarios vs. Permanentes

Processo estacionario: 1(0)

Choque tem efeito temporario.

Yo = QY1+, |9 <1

A série retorna a média apds o choque.
Funcdo impulso-resposta decai a zero.

Exemplo

Taxa Selic: um choque de politica monetéaria
eleva a taxa por alguns trimestres, mas ela
converge de volta a taxa neutra de longo
prazo.

Processo n3o estacionario: I(1)

Choque tem efeito permanente.
Yt = Yt—1 + &t

N3o ha retorno a nenhuma média fixa.
Funcdo impulso-resposta nao decai.

Exemplo

Nivel de precos (IPCA acumulado): o
choque inflacionario de 2021-22 elevou o
nivel de precos permanentemente. Ele ndo
“volta" ao patamar anterior.
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Secdo 2.2

Passeio Aleatdrio



Passeio Aleatorio

Definicao
O passeio aleatério (random walk) é o AR(1) com ¢; = 1:

Yt = Yi—1 + €, e¢ ~ RB(0,0?%), com y fixo

Por que os choques se acumulam? Substituindo recursivamente:
Y1 = Yo + €1

Y2 =Yy1 + €2 =Yo + €1+ €2
Ys =Y2+€3 =Yoo t+€1+¢E2+¢€3

t
Yt = Yo + Z&L
i=1

Cada choque ¢; é incorporado permanentemente — nenhum é amortecido ou esquecido.
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Passeio Aleatoério: Propriedades

Propriedades

Ely] = vo

t—o00

Var(y,) = t o

Cov(yt, Ytt+s) = to?, s>0

Intuicdo de Var = to?: y; é a soma de t
choques independentes, cada um com variancia
2. Quanto mais periodos, mais incerteza
acumulada.

Intuicdo de Cov(ys, yirs) = to?: ys € Yrys
compartilham os mesmos ¢ primeiros choques; os
s adicionais sdo independentes de ;.

Exemplo

Taxa de cambio R$/US$: absorve
choques permanentes a cada periodo. O
melhor preditor da taxa de amanha ¢ a
taxa de hoje.

Comparacdo com AR(1) estaci-
onario

No AR(1) com |¢| < 1, cada cho-
que é amortecido pelo fator ¢* —
0.

No passeio aleatério (¢ = 1), o fa-
tor de amortecimento é 1¥ = 1 —
o choque nunca decai.
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Passeio Aleatodrio: Violacao da Estacionariedade

Trés condicGes e o passeio aleatério

Condicao Exige Passeio aleatério
1. Média Ely:] = p constante  E[y] =yo V'

2. Variancia Var(y;) < oo to? — 0o viola
3. Covaridncia Cov sé de k to?: depende de t

*Para o passeio aleatério puro a média é constante em
Yo, mas as condicles 2 e 3 s3o violadas.

Intuicao

A série “anda” sem amarras:
cada choque é absorvido per-
manentemente, fazendo a va-
riancia crescer sem limite.

Quanto maior ¢, mais incerta é
a posicao de y; — mesmo que
a média formal seja yg.
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Passeio Aleatdrio com Drift

Definicao

Y =c+Y—1 + &, com yp fixo

Iteracdo: Substituindo recursivamente:
y1=c+yo+ter

Yo=Cc+y1 +e3=2c+yo+e1+ ¢
Yys=c+ys+e3=3c+yo+e1+e2+¢3

t
yt:y0+Ct+Z€i

=1

O ¢ aparece uma vez por periodo — apds ¢ periodos acumula ct.
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Passeio Aleatério com Drift: Propriedades

Propriedades
E[yt] =1yg+ct — cresce comt

Var(y;) = t o

A série combina tendéncia deterministica
(ct) com tendéncia estocastica () ¢;).

Com ¢ # 0, as trés condicées de
estacionariedade s3o violadas.

Ao diferenciar: Ay =c+ e —
estacionario.

Exemplo

PIB real brasileiro: cresce de forma
persistente (¢ > 0), mas com desvios
cumulativos aleatérios em torno da
tendéncia.

Crises como 2015-16 e 2020 deixam
“cicatrizes” permanentes no nivel do PIB
— o produto ndo recupera o patamar
anterior.

7

Takeaway

c é o drift: desloca a série para
cima a cada periodo.

>'e; é a tendéncia estocis-
tica: acumula choques permanen-
temente.

19
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Secdo 2.3

Teste de Dickey-Fuller



Hipoteses e Reformulacao do Teste DF

Ponto de partida: y: = ¢1 y:—1 + &¢.

Hipoteses

Hy: ¢1 =1 (raiz unitéria) Hy: |¢1| <1 (estacionério)

Reformulacdao — subtraindo y;—1 de ambos os lados:

Y — Y1 = (01— Dyr—1 + &0 = ‘Ayt:5yt—1+€t, 5:¢1—1‘
—_——
Ayt

Hipoteses equivalentes
Hy:6=0 Hi:6<0

Teste unicaudal a esquerda: rejeitamos Hy quando 5 é suficientemente negativo.

20/31



Trés Especificacoes do Teste DF

Equacdes estimadas

Caso Equacao Quando usar
1. Sem constante Ay = dyi—1 + & Série em torno de zero
2. Com constante Ay, =c+0dyi—1 + &4 Série com média n3o-nula

3. Com tendéncia Ay, =c+ Bt +0y;—1 +¢&¢ Série com tendéncia visivel

Como escolher?

= Olhe o grafico da série antes de testar Referéncia de valores criticos

= Tendéncia visivel — inclua tendéncia (caso 3) (caso 2, T'=100)

= Oscila em torno de nivel ndo-nulo — caso 2 Nivel 1% —3,51
Nivel 5% —2,89

= Cada caso tem seus préprios valores criticos g
Nivel 10% —2,58




Distribuicao da Estatistica DF e Regra de Decisao

Distribuicao nao padrao

A estatistica 7 = 6 /ep() sob Hy ndo segue a distribuicdo ¢ de Student. Ela segue a
distribuicao Dickey-Fuller, com caudas mais espessas a esquerda e valores criticos
mais negativos.

Regra de decisao

Resultado  Conclusio

7 <VCpr Rejeita Hy: série estaciona-
ria

7> VCpr Nio rejeita Hy: raiz unita-

ria

VCpr é negativo: sé rejeitamos
se a estatistica for suficientemente
negativa.
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Secdo 2.4

Exercicios



Exercicio 1 Anpec 2001

Enunciado

Seja o processo auto-regressivo: y; = ¢ yi—1 + €¢. Julgue as afirmativas como
Verdadeiro (V) ou Falso (F):

a) O processo é estaciondrio para ¢ < 1.

b) Se ¢ =1, o processo é dito um caminho aleatério (random walk).

d

@

(c) O estimador de minimos quadrados ordinérios do pardmetro ¢ é ndo tendencioso.
(d) A estatistica ¢ de Student pode ser usada para testar a presenca de raiz unitaria.

O processo pode ser escrito na forma alternativa Ay; = ;1 + &/, em que
d=¢—1elAy =y —ys1.
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Exercicio 1 — Gabarito

Anpec 2001

(a) F A condic3o correta é |¢| < 1. Se ¢ = —1,2, -
por exemplo, temos ¢ < 1 mas o processo
ndo é estacionario.

(b)V ¢ =1=ys = ys—1 + & definicdo do
passeio aleatério.
(c) F O estimador MQO de ¢ é tendencioso

quando ¢ =~ 1. Sob Hy: raiz unitdria, sua
distribuicdo n3o é centrada em ¢.

(d) F Sob Hy, a estatistica ¢t ndo segue a

Reformulacdo DF

Yt = QYt—1 + &t
¥ (—yi-1)
Ays = dyi—1 + &
d=¢—1
Ho:6=0
H{:6<0

distribuicdo t de Student. Deve-se usar os -
valores criticos de Dickey-Fuller.

)V y—y1=(—-1)y—1+e=0yi—1+er,
com § = ¢ — 1. Essa é a forma usada no
teste DF para detectar raiz unitaria.
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Exercicio 2 Anpec 2008

Enunciado

Julgue as afirmativas como Verdadeiro (V) ou Falso (F):

(a) Toda série temporal estacionaria com variancia finita pode ser escrita como um
modelo de média mével com termo de erro serialmente ndo correlacionado.

(b) Um modelo de séries temporais ndo estacionario tem pelo menos uma raiz unitaria.
(c) O teste de Dickey-Fuller é monocaudal.

(d) Um modelo AR(2) dado por Y; = a + ¢1Yi—1 + ¢2Yi—o2 + € serd estacionério se
o1 <1legy<l.

(e) Um passeio aleatdrio é um processo estacionario.
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Exercicio 2 — Gabarito

Anpec 2008

(a) v

Teorema de Wold: qualquer processo I(0)
com variancia finita admite representacio
MA(o0) com inovacdes n3o correlacionadas.

N3o-estacionariedade do tipo raiz unitaria
implica que o polinémio AR tem pelo menos
uma raiz no circulo unitario.

H;: 6 < 0: arejeicdo ocorre apenas a
esquerda. O teste é unicaudal.

Para AR(2), a condigdo correta exige que as
raizes de 1 — 12 — @922 = 0 estejam fora
do circulo unitério, o que impde trés
desigualdades simultaneas.

Var(y;) = to? — oo: variancia cresce com
t, violando a segunda condicdo de
estacionariedade.

AR(2): condigBes de estacionarie-
dade

o1+ ¢2 <1
P2 — 1 <1
|p2| <1

Apenas ¢1 < 1le¢o <1
nao sao suficientes.
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Exercicio 3 Anpec 2016

Enunciado

Considere o seguinte processo: Y; =0+ Y; 1 +us, t=1,2,..., emque Yg=2e
Uy Z;zfl/\/'(O, a?).

Julgue as afirmativas como Verdadeiro (V) ou Falso (F):

(a) E(Y) =2

(b)

(c) Se § =0, Y; é um processo estacionario.

(d) Var(v;) = to?

(e) Definindo AY; =Y; — Y;_1, o processo AY; é estacionario.

}/t é um processo nao-estacionario.

€
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Exercicio 3 — Gabarito

Anpec 2016

Por iteracdo: Y; = Yy +t0 + 22:1 Uj.
Logo E(Y;) = 2 + ¢4, que depende de ¢ se
0 #0.

Var(Y;) = to? cresce com t: segunda

condicdo de estacionariedade violada.

Mesmo com § = 0: Var(Y;) = to? — co. A
variancia cresce — o processo ainda é n3o
estacionario.

Vi=Yo+t0+ Y ui = Var(V;) = to?
v

AY; = 6 + u;: constante mais ruido branco
= processo estacionario.

Passeio aleatério com drift

Vi =Yo+6t+Y i us
——

tend. det. tend. estoc.

E(Y:) =2+ 6t
Var(Y;) = to”
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Resumo

Conceitos revisados

Regress3do esplria e inferéncia
invalida

Choques permanentes (I(1)) vs.
temporarios (1(0))

Passeio aleatério: Var(y;) = to?
Passeio aleatério com drift:
E(yt) = yo +ct

Processos I(d): d diferenciacdes para
1(0)

Teste DF: reformulacdo, 3
especificacoes

Distribuicdo ndo padrio da
estatistica 7

Para a proxima aula

Tendéncia deterministica
(trend-stationary)
Distinguir 1(1) de tendéncia
deterministica

Modelos SARIMA

Sazonalidade estocastica e
deterministica

Takeaway:

Num processo I(1), choques sdo perma-
nentes. Diferenciar remove a tendéncia
estocastica — mas nao deve ser feito se
a tendéncia for deterministica.
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Duavidas?

Préoxima aula: Tendéncia Deterministica e SARIMA
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