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Introducao



Processo estocastico vs. série temporal

Definicao

Um processo estocastico é uma sequéncia de variaveis aleatérias {y;, t € Z} cujos
valores sdo governados pelas leis da probabilidade.

Processo estocastico
O mecanismo gerador de dados: todas as
realizacoes possiveis.

Nunca observado diretamente.

Exemplo

Série temporal
Uma dnica realizac3o desse processo: os
dados que de fato coletamos.

O que aparece na planilha / banco de
dados.

O IPCA de janeiro/2024 (0,42%) é uma realiza¢do do processo estocastico “inflagdo
brasileira”. Poderiamos ter observado um valor diferente se o choque do petréleo em

dezembro/2023 tivesse sido outro.
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Capitulo 1

Processos Estacionarios

Econometria Il - UFBA
Prof. Pablo Castro



O que estudamos neste capitulo?

Objetivo:

Revisar os conceitos fundamentais do

Capitulo 1 antes de avancarmos para processos
ndo-estacionarios, testes de raiz unitaria e
ARIMA.

Roteiro

1.

AR A

Estacionariedade fraca e ruido branco
Processos AR(1) e AR(p)

Processos MA(q) e ARMA(p,q)

ACF e PACF: como ler os gréficos

Exercicios

Onde estamos?
v' Introducdo ao MQO

v Regressdo e inferéncia

—  Séries temporais
Processos estacionarios
Raiz unitaria / ARIMA
Box-Jenkins
Cointegracdo / VAR
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Estacionariedade Fraca

Definicdo 1 — Processo fracamente estacionario

O processo {y;} é fracamente estacionario (ou estacionario de segunda ordem) se:

1. Ely] = p < o0, para todo ¢
2. Var(y;) = 70 < oo, para todo ¢

3. Cov(ys,ys+—1) = Vi, depende apenas de k, n3o de t

Estacionario — exemplos

Taxa de inflacdo (IPCA): oscila em torno de
uma média, sem tendéncia sistematica de
crescimento.

Retorno de acdes (log-retorno): media
préxima de zero, varidncia relativamente
estavel.

N3o-estacionario — exemplos
Nivel do PIB: cresce ao longo do tempo — a
média muda.
Preco de acdes: apresenta tendéncia e
variancia crescente.
Taxa de cambio nominal: persistente, com
choques permanentes.
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Ruido Branco

Definicao 2 — Ruido Branco

O processo {e;} é um ruido branco se:

E[Et] = 0,

Var(e;) = o2,

Cov(et,er—k) =0 VE#O

- ) )
Quando &; ~ N(0,02): ruido branco gaussiano.

Intuicao

Cada observacao é “nova informacao
pura”: ndo carrega informacdo sobre o
passado nem sobre o futuro.

Importante: O ruido branco é o bloco de
construcao de todos os modelos ARMA.

Exemplo

Se a taxa de cAmbio fosse ruido branco,
nenhum operador de cambio conseguiria lucro
sistematico olhando o histédrico.

Na pratica, retornos de ativos sdo bem
aproximados por ruido branco; os niveis n3o.

8/28



Processo AR(1)

Yt = ¢+ Or1yp—1 + ug,

uy ~ RB(0, 0%)

Condicao de estacionariedade

O AR(1) é fracamente estacionario se, e somente se, |¢;| < 1.

Propriedades (sob |¢;| < 1)

2
C o
1_7%, Var(yt)

Ely:] = —1_ ¢%

e = Cov(ys, ye—k) = OF - 70

Exemplo

Inflacdo mensal: se a inflacdo de janeiro foi
alta, a de fevereiro tende a ser também
(inércia inflacionéria). O AR(1) captura essa
persisténcia.

¢1 = 0.5: metade do desvio da semana
passada persiste hoje.

Se |¢1| > 1: variancia diverge — processo n3o-estacionario.
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Processo AR(p) e o Operador Lag

Y =C+ Or1y—1 + Payr—2 + - + OpYr—p + ws
Operador lag: L'y, = y,—;. Ent3o:
O(L)y = ¢+ uy, com ®(L) =1—¢1L — ¢poL> —--- — ¢, LP
onde ®(L) é o polindmio caracteristico do AR(p).

Condicdo de Estacionariedade — AR(p)

As raizes do polindmio caracteristico ®(z) = 0 devem estar fora do circulo unitario
|z| > 1 (equivalentemente, os inversos das raizes devem estar dentro do circulo).

Exemplo: AR(2) para o crescimento do PIB

Yt = 0.4 Ye—1 + 0.2 Yr—2 + Ut
Polindmio: 1 — 0.4z — 0.22%2 = 0 = raizes fora do circulo = estacionario.
Interpretacdo: crescimento do PIB neste trimestre depende dos dois anteriores.
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Processo MA(1)

Y = P+ up + Ohug—1,

ug ~ RB(0,0?)

Propriedade

O processo MA(1) é sempre fracamente estacionario, pois é uma combinac3o linear

finita de um ruido branco.

Propriedades
Ely:] = p
Var(y) = (1 +67) 0
010‘2 k=1
0 E>1

61
14 62
0 k>1

Yo = Cov(ye, yt—k) = {

k=1

Autocorrelacao:p, =

Exemplo

Erros de previsao do orcamento publico:
um choque inesperado na arrecadacdo afeta a
previsdo deste més e ainda aparece no més
seguinte, mas depois desaparece.

Intuicdo: no MA(1), o efeito do choque dura
apenas um periodo — memoria curta.
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Processo MA(q)

Yr = P+ up + Orug—1 + Ogup—o + - - + Ogu—g

Propriedade

Todo processo MA(q) é sempre fracamente estacionario, pois é uma combinacdo
linear finita de ruidos brancos contemporaneos e passados.

Propriedades gerais Exemplo

Ely:] = p Choques temporarios de oferta: uma
blema climéatico ou um
Vi _ 1+92+02+'~-+92 2 greye,umpro '
ar(yr) ( tee q) 7 , reajuste pontual de energia pode afetar a
Vi = (Ok + Ok+101 + Oxi202 + -+ - + 040g—1) 0°, k< q série por alguns periodos, mas o efeito
ve=0, k>gq desaparece depois.
No MA(q), o choque dura no méaximo ¢

periodos.
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Processo ARMA(p,q)

Yt =C+ Prys—1 + Gayp—2 + -+ Gpyp—p +us + Orup_1 + Ooup_o + -+ Ogup_g

componente AR componente MA

Combina meméria de valores passados (AR) com memdria de choques passados
(MA).

Exemplo

IPCA acumulado em 12 meses: combina
inércia inflacionaria do passado (AR) com

Estacionariedade

Determinada somente pelo

componente AR: as raizes de ¢(z) =0 resposta a choques de energia e cambio
devem estar fora do circulo unitério. (MA).

O componente MA n3o impde restricdes

adicionais.

13/28



Propriedade: um processo AR(1) pode ser escrito como um MA(c0)

Considere um AR(1) estacionario (|¢1] < 1) com u; ~ RB(0,02):

Yt =cC+ P1yr—1 + w
Ideia: substituir 4;_1 pela sua prépria definicdo, depois y;_o, € assim por diante.
Substituicdo recursiva

Y =c+ ¢ (c+ drye—2 +up—1) +uy
Yt—1

=c(l+¢1)+ Qﬁ Y2 + Ut + G1Us—1

Substituindo agora y;_2 = ¢+ P1Yyi—3 + Up_o:
yr=c(1+ 1+ ¢7) + &5 ye—s + us + pru—1 + piug—s
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Propriedade: um processo AR(1) pode ser escrito como um MA(c0)

Repetindo o procedimento n vezes, obtemos uma expressdo com trés blocos: a
constante acumulada, o termo que sobra com 1;_,, € a soma dos choques passados.

Apo6s n substituicoes — escrevendo termo a termo:
ye = c(l+or+oi+-+617") + ¢l yn

U+ G U1+ U+ BT u ()

A mesma expressao, agora em notacao compacta:

n—1 n—1
Yt = CZ% + Y yrn + Z(biut—i
i=0 i=0
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AR(1) como MA(>) — tomando o limite

Partindo da expressao obtida apds n substituicoes:

n—1 n—1
Y = CZ% + A1 Yt—n + Z%Ut—z‘
i=0 i=0

Sob a hipétese de estacionariedade |¢1| < 1, fazendo n — oo:
n—1 ] 1
= ) ¢} — —— (soma da PG infinita)
= O'yi—n —> 0 (em média quadratica, pois |¢1]|™ — 0)

n—1 ) o
" Z Py ur—i — Z P ut—;
1=0 =0
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AR(1) como MA(x)

Resultado: AR(1) = MA(0)

o
c .
O + DO
X L =0
I

Ou seja, o AR(1) tem a forma de um MA(c0) com média = c/(1 — ¢1) e
coeficientes 6; = ¢!, que decaem geometricamente em i.
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Demonstracao alternativa via operador lag

Reescrevendo o AR(1) com o operador L:
—¢1Ly = c+ue <= (A—-—¢1l)ye = c+we
Sob |¢1| < 1, o polindmio 1 — ¢1 L é invertivel e

(1-¢1L)” qul r,

em analogia 3 série geométrica 1 =), vélida para |z] < 1.

Aplicando (1 — ¢1 L)~ dos dois lados:

c .
— (1= L) " — ¢ s
b= (el = g+ ) g
— mesmo resultado obtido pela substituicdo recursiva. ll

Interpretacdo econémica

Cada choque u;_; continua afetando ¢, mas com peso ¢! que diminui geometricamente. Quanto
maior ¢1 (mais perto de 1), mais persistente é o efeito de choques antigos sobre o presente.
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Generalizacdao: Teorema de Wold

Teorema de Wold

Todo processo {y;} fracamente estacionario admite uma representac3o dnica da
forma

(o)
Y = 1+ Z@biutfia
i=0
em que:
= {us} é um ruido branco com Var(u;) = o?;
oo
= 0os coeficientes {1} satisfazem ¢p =1 e wa < 00.
=0

Consequéncia: todo processo AR(p) — e, mais geralmente, todo ARMA(p,q) — estaciondrio admite
uma representacdo MA(o0).

A demonstrac3do feita aqui para o AR(1) é apenas o caso particular mais simples desse resultado geral.
N3o demonstraremos o teorema geral, pois sua prova formal foge ao escopo do curso.
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ACF e PACF: o que sao?

ACF — Autocorrelation Function PACF — Partial Autocorrelation
Mede a correlacao entre y; e sua defasagem Function

Yi—k, Sem remover o efeito dos lags Mede a correlagdo “direta” entre y; e yi—g,
intermediarios. controlando os lags y;_1,...,%:_ki1.
_ _ Tk

pr = (Yt, Y—k) = % Ok = (Yt Ytk | Yt—1,- -+ Yt—kt1)
Exemplo: a inflacdo de janeiro correlaciona Exemplo: a PACF de ordem 3 mede se ha
com a de marco em parte porque ambas ligagdo direta entre a inflacdo de janeiro e a
passaram por fevereiro. A ACF inclui esse de outubro, depois de remover o efeito de
caminho indireto. novembro e dezembro.
Como ler a ACF Como ler a PACF
— Indica a ordem do processo MA. — Indica a ordem do processo AR.
ACF corta ap6s lag ¢ = provavelmente PACF corta apéds lag p = provavelmente
MA(q). AR(p).
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Exercicio 1 Anpec 2021

Enunciado

Considere o processo X; =Y; +0,5Y;_1 —0,2Y; o, em que Y; é ruido branco com
E[Y;] =0, Var(V;) = 02 e E[Y;Y;] = 0 para t # s.

Julgue as afirmativas como Verdadeiro (V) ou Falso (F):

(a) E[X¢] =0

(b) Var(X:) = 1,29 02

(c) Cov(Xy, Xi1) = 0,402
(d) Cov(Xy, Xt—2)=0
(e) Cov(Xy, Xi—3)=0
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Exercicio 1 — Gabarito

Anpec 2021

X; é MA(2) com 61 = 0,5 e 6, = —0,2.
(a) V E[Xy] =
E[Yi] + 0,5 E[Y; 1] — 02 E[V; 5] = 0
(b) V Var(X,) = (140,52 +0,2%) 62 = 1,29 52

(C) V COV(Xt,thl) = (91 + 6192) O'2
= (0,5+0,5-(~0,2)) 0 = 0,402

(d) F Cov(Xy, X o) =002 =—-0,202#0

(e) V MA(2): autocovariincia é zero para lags
k>q=2.

Férmula geral MA(q)

(S e
0

k>q

com 0y = 1.
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Exercicio 2

Anpec 2019

Enunciado

Considere o processo Y; =5 + e, + 0,3 e;_1, em que e; é ruido branco com E[e;] = 0,
Var(e;) = 0% e E[eses] = 0 para t # s.

Julgue as afirmativas como V ou F:

(2) E[¥ =5
(b) Var(Y;) = o2

R
(c) Cov(Y:,Yi1) = 0
(d) Cov(Y:, Yi—3) =0
(e) (Y3, Y1) =
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Exercicio 2 — Gabarito

Anpec 2019

Y: € MA(1) com média 5 e 6, = 0,3.

(a) V E[Y;] = 5+ E[e,] + 0,3 E[e,_1] = 5
(b) F Var(Y;) = (1 +0,3%)02 = 1,09 o>

3 2
(C)V 71:9102:0,302:% v
(d) V MA(1): v, =0 para k > 1, portanto

73 = 0.

0,3 1
(e) F Pl*m~0,275§£1

Resumo MA(1)

Var = (14 63)0”

_ 91
M= T
pe=0, k>1

Atencio (b): confusio comum —

Var(Y;) # o2 sempre que 61 # 0.
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Exercicio 3 — Anpec 2022

Enunciado
Considere o modelo AR(1):

}/t:d)l Yt_]_‘l‘Ut, |¢1’ < 17 Ut%lN(OaUg)
Julgue as afirmativas como V ou F:

(e.e]
(a) Y; pode ser representado como Y; = Z ET

(b) E[Y;] =0

(c) Var(¥;) = o2

(d) Y; tem distribuicdo normal
(e) Cov(Yi_1,Y; 2) = ¢f o
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Exercicio 3 — Gabarito Anpec 2022

o : Resumo AR(1) estacionario
(a) V SubstituicBes recursivas: (1)

Vi=u+¢1Yio1 = u+drup 1 +67Y 0 = . .. E[Y] = —°
Sob |¢1| < 1 a série converge. L=
i 2
(b) V E[Yy] =372, ¢! Elus—;] =0 (constante Var(¥,) = — 70 _
¢ = 0 no modelo) 1 —¢7
o2 , e = @1 - Var(Y)
(¢) F Var(¥;) = = # o (exceto se ¢ = 0) or =
(d) V Y; é combinacio linear infinita de normais iid
= normal.
1 03

(e) F Cov(Y;_1,Y;2) = ¢ Var(y;) = e
1

A alternativa diz ¢302, que estaria errada.
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Resumo

Resumo da aula

Conceitos revisados

Processo estocastico vs. série
temporal

Estacionariedade fraca (3 condicdes)
Ruido branco

AR(1), AR(p): condicdo das raizes
MA(1), MA(q): sempre estaciondrio

ARMA(p,q): combinacdo de AR(p)
e MA(q)

ACF e PACF: leitura e interpretacdo

Para a proxima aula

Processos n3o-estacionérios
Passeio aleatério (random walk)
Efeitos permanentes de choques
Diferenciac&o e processo (1)
Teste ADF

Takeaway:

Num processo estacionario, choques sdo
temporarios.

Num n3o-estacionério, s3o permanentes.
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Duavidas?

Préoxima aula: Processos Nao Estacionarios
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