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Variaveis Aleatorias

Uma variavel aleatéria (v.a.) X é uma fungdo que associa a cada resultado de um
experimento aleatério um numero real.

Discreta Continua
= Assume valores enumeraveis: = Assume valores em intervalos de R
L1y X2y -« - = Descrita pela funcdo de densidade
= Descrita pela funcdo de f(x), com
probabilidade P(X = z;) = p; Pla< X <b)= [ f(z)dx
= Exemplo: nimero de desempregados = Exemplo: salario, taxa de cambio,
no més inflacdo

A funcdo de distribuicio acumulada é F(z) = P(X < z).
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Exemplo — Variaveis Aleatdrias

Discreta: lancamento de um dado

Face X(w) P(X =2x)
. 1 1/6

L BN | 2 1/6

" 3 1/6

Soma 1

Cada face é igualmente provavel. O
resultado é aleatdrio, mas a distribuicao é

conhecida.

Continua: distribuicao de salarios

Densidade

Salério (R$) RS
P(2000 < X < 5000) = &rea sob a curva nesse

intervalo.
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Operador Esperanca

Definicao
= Discreta: E(X) = inpi
7 oo
= Continua: E(X) :/ x f(z)dx
Propriedades (validas para quaisquer v.a. X, Y e constantes a, b)
= E(b) =0
= E(aX) =aE(X)
= E(aX +0b0)=aE(X)+b
» E(X+Y)=E(X)+E(Y) (linearidade, sem hipdtese de independéncia)
= Se X e Y sdo independentes: E(XY) =E(X)E(Y)

Observacdo. E(g(X)) # g(E(X)) em geral — a esperanca ndo comuta com funcdes

n3o lineares.
6/26



Exemplo — Operador Esperanca

Dado honesto: X € {1,2,3,4,5,6},
cada com p =1/6

O valor 3,5 nunca ocorre — é o valor
médio esperado apds muitos
lancamentos.

Aplicando E(aX + b) = aE(X) + b:
Ganho W = 10X + 5 (R$ por ponto,
mais taxa fixa):

E(W) =10 x 3,5+ 5 = 40

Salérios de 5 trabalhadores

Trabalhador  Salério (z;) i

Ana R$2.000 1/5
Bruno R$3.000 1/5
Carla R$3.500 1/5
Davi R$4.000 1/5
Eva R$7.500 1/5
Média R$ 4.000

A Eva distorce a média. Isso ilustra como a

esperanca é sensivel a valores extremos.
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Operador Variancia

Definicao

Propriedades
= Var(b) =0
= Var(aX) = a? Var(X)
= Var(aX +b) = a® Var(X)
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2 Cov(X,Y)
= Se X e Y sdo independentes: Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y')

O desvio padréo é o(X) = y/Var(X).
Por que isso aparece em Econometria 11?7 A variancia de um processo temporal
{y.} precisa ser constante no tempo para que a série seja estacionaria.
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Exemplo — Operador Variancia

Dois grupos de trabalhadores com a mesma média salarial (R$3.000), mas
dispersao diferente.

Grupo A — salarios homogéneos Grupo B — salarios heterogéneos
Trabalhador Salério Trabalhador Salério
1 R$2.800 1 R$1.000
2 R$3.000 2 R$3.000
3 R$3.200 3 R$5.000
Média R$3.000 Média R$3.000
Var 26.667 Var 2.666.667
DP R$163 DP R$1.633

Média idéntica, varidncia 100x maior no Grupo B. A variancia captura o risco em torno da média que
a média sozinha n3o revela.

Propriedade Var(aX + b) = a®*Var(X): aumentar todos os salirios em R$500 (soma constante b)
n3o altera a varidncia. Dobrar todos os saldrios (a = 2) quadruplica a varidncia. 9/26



Covariancia e Correlacao

Covariancia
Cov(X,Y) =E[(X —EX))(Y —E(Y))] = E(XY) —E(X)E(Y)

Propriedades da covariancia
= Cov(X,X) = Var(X)
= Cov(aX,bY) =abCov(X,Y)
= Cov(X +¢ Y)=Cov(X,Y)
= X 1Y =Cov(X,Y)=0 (avolta ndo vale em geral)

Correlacéo (covariancia normalizada)
Cov(X,Y)

PXY) = R e vy

-1<p<1
Conexdao com o curso. Em séries de tempo, a autocovariancia de ordem k é
Vi = Cov(ys, ys—r) — mesma férmula, mas aplicada a mesma série em dois instantes

distintos.
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Exemplo — Covariancia

Cinco alunos: X = altura (cm), Y = peso (kg).

£
3
o
Aluno  z; Ui Ti—F yi—7
1 160 55 —10 ~12 50 R R S
2 165 62 —5 _5 160 165 170 175 180
3 170 68 0 1 Altura (cm)
4 175 74 5 7
5 180 31 10 14
z =170 7 =68
Cov — 120 + 25+ 0 + 35 + 140 _ 64
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Exemplo — Correlacdo: trés casos

Positiva (p ~ +1)
Estudo x Nota

Nota
o

Horas de estudo

Mais estudo — nota maior

Negativa (p ~ —1)
Temperatura x Casacos
vendidos

Casacos vendidos

Temperatura (°C)

Mais calor — menos casacos

Nula (p =~ 0)
N.® do sapato x Nota

Nota

Némero do sapato

Nenhuma relacdo linear

Atencao: p = 0 ndo implica independéncia — apenas auséncia de relacdo linear.
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Esperanca Condicional E(Y | X)

Definicao informal. A esperanca de Y dado que observamos X = x é
E(Y | X =2) = [yfvixly| o)dy

Propriedades
= Lei das expectativas iteradas (L.E.l.): E(Y) =E[E(Y | X)]
= Linearidade: E(aY +b | X) =aE(Y | X))+
= Se X e Y sdo independentes: E(Y | X) =E(Y)
= Fatoracdo: E(g(X)Y | X) =g(X)E(Y | X)
Relevancia para o curso. A hipdtese central do MQO é E(u | X) = 0. Em séries de

tempo, trabalharemos com E(y; | yt—1,%t—2,...), a esperanca condicional a histéria
passada da série.

13/26



Exemplo — Esperanca Condicional

Salario condicionado a escolaridade Verificando a lei das expectativas
Trabalhador Educ. (X) Salério (Y) iteradas
Ana Médio R$ 2.000 Média geral calculada diretamente:
Bruno Médio R$ 2.500 2000 + 2500 + - - - 4+ 6000
Carla Médio  R$1.500 E(Y) = 5 = 3.500
Davi Superior R$5.000
Eva Superior R$ 4.000 Pela L.E.l., com
Fabio Superior R$ 6.000 P(Médio) = P(Superior) = :
E(Y | X = Médio) = 2.000 £.2.000 + 1 - 5.000 = 3.500 v/

E(Y | X = Superior) = 5.000

Podemos calcular a média geral como uma
média ponderada das médias de cada

grupo.
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Lei dos Grandes Nimeros e Teorema Central do Limite

Lei dos Grandes Numeros (LGN). Sejam X1,..., X, i.i.d. com E(X;) = u. Entdo a
média amostral converge em probabilidade para a média populacional:

n
X, = EZXZ &u quando n — oo
s
Teorema Central do Limite (TCL). Nas mesmas condicdes, com
Var(X;) = 0% < oo:
Por que aparecem em Econometria 117
= As propriedades assintéticas dos estimadores (MQO, MLE) dependem de versdes
da LGN e do TCL para processos dependentes — que é exatamente o caso das
séries de tempo.
= Para séries estacionarias, resultados analogos valem, mas a variancia assintética

precisa levar em conta a autocorrelacdo.
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Exemplo — Lei dos Grandes Nimeros

Proporcdo de caras apés n lancamentos

<
o \/\f
pn =0,

0 200 400 600 800 1,000

n (lancamentos)

X; =1 (cara) ou X; =0 (coroa),

com E(X;) = 0,5.

n Xn
1,000

0,600

10 0,700
50 0,520
200 0,490
1000 0,503

Os desvios iniciais se diluem. Com n
grande, X,, — 0,5.
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A Distribuicao Normal

Definicdo. X ~ N(u,0?) tem densidade

fl) = —2 exp(—w>

o2 202

Propriedades uteis para o curso
= E(X)=p, Var(X)=o?
» Se X ~ N(u,0?), entdo aX + b~ N(ap+ b, a’0?)
= Combinacdes lineares de normais s3o normais
= Padronizacdo: Z = (X — p)/o ~ N(0,1)
= Se X ~ N(0,1): X%~ x%(1)
= Raz&o normal/raiz-qui-quadrado gera a distribuicdo ¢ de Student
Em econometria, assume-se com frequéncia u | X ~ N(0,0%I), o que torna os

estimadores MQO normalmente distribuidos em amostras finitas.
17/26



Exemplo — Distribuicao Normal

Salarios ~ N (3500, 1000%) — R$

Densidade

1,500 2,500 3,500 4,500 5,500

Salério (R$)

Regra empirica (68-95-99,7)

Intervalo Probabilidade
[w— o, u+ 0] 68%
(w— 20, p+20] 95%

[ — 30, p+ 30] 99,7%

Com p = 3500, o = 1000:
= 68% ganham entre R$2.500 e
R$4.500
= 95% ganham entre R$1.500 e
R$5.500

Padronizacio:
Z = (X —3500)/1000 ~ N(0,1).
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PARTE I

MQO e a Transicao para Séries de Tempo



O Modelo de Regressao Linear

O modelo populacional é
yi = Bo + Brx1i + Powai + - + Brxp + wi, i=1,...,n

ou, em notacdo matricial, y = X8 + u.

O estimador de Minimos Quadrados Ordinarios (MQO) minimiza 3, ﬂf

B=(X'X)"'X'y

Configuracao tipica em Econometria | (cross-section). O indice i representa
unidades distintas observadas num mesmo instante: trabalhadores, firmas, municipios.
As observacdes sdo assumidas independentes entre si.

Econometria Il. O indice passa a ser t, representando o tempo. A mesma unidade é
observadaem t =1,2,...,T. Essa mudanca viola hipéteses do modelo classico.
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Hipoteses de Gauss-Markov

H1 Linearidade: o modelo é linear nos parametros 8.

H2 Amostra aleatéria: as observacdes (y;,x;) sdo i.i.d. (implica independéncia entre
iej).

H3 Posto completo: X tem posto coluna k + 1 (sem multicolinearidade perfeita).

H4 Exogeneidade estrita: E(u; | X) = 0 para todo .

H5 Homocedasticidade: Var(u; | X) = o2 constante.

H6 Nao-autocorrelacdo: Cov(u;,uj | X) =0 para i # j.

Sob H1-H6, o estimador 3 é BLUE (Best Linear Unbiased Estimator) — Teorema de
Gauss-Markov.

21/26



A Hipotese que Quebra nas Séries de Tempo

Em dados cross-section, H6 é plausivel: o erro de salario de um trabalhador n3o tem
razdo 6bvia para estar correlacionado com o de outro.

Em séries de tempo, a observacio de hoje y; tipicamente carrega informacao da de
ontem y;_1. Por isso:

Cov(ug, us—s) # 0 para algum s # 0

Exemplo: IPCA mensal (Brasil)

; 5 ; 0
Mas IPCA (%) Se a lnfla(;ao de marco foi 1:32 %, .eI;? r§f|ete )
pressdes de custos, expectativas e inércia que ndo
Janeiro 0,42 se dissipam até abril.
F i 0,83 .
evereiro Ou seja: yapr depende de ymar. Os erros de um
Marco 1,32 i . o .
. modelo que ignora isso serdo correlacionados ao
Abril 0,61 | do t i
Maio 0.46 ongo do tempo:
Junho 0,21

Cov(tabr, Umar) 7 0
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Motivacao para Econometria Il

Consequéncias de ignorar a autocorrelaciao dos erros
= 3 permanece n3o viesado (H4 pode ainda valer).

A

= A férmula usual de Var(B) fica errada — erros padrdo s3o inconsistentes.
= Testes ¢t e F' classicos perdem validade.

= Risco de regressdo espuria: duas séries sem relacio real podem apresentar R?
alto e t-stats elevados por ambas terem tendéncia ou meméria de longo prazo.
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Exemplo — Regressao Espuria

PIB real do Brasil x Usuérios de internet (2000-2015)

—e—  PIB real (indice) //_\-

—a— Usudrios internet (mi)

150

®
o

o o® o 7 P

Vo Vo Vo Vo Vo

Ano

Rodando a regressao
PIB; = a + B Internet; + uy:

Estatistica  Valor

B 1737***
R? 0,97
t-stat 21,4

Parece que internet “explica” 97% da
variacdo do PIB. Mas ambas as séries
simplesmente crescem no tempo — a
correlacdo é um artefato da tendéncia
comum, n3o de uma relacdo causal.
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O que muda quando o indice é o tempo?

= As observacdes ndo sdo mais independentes: y; depende de y;—1,%¢—2, ...
= A ordem das observacdes importa — nao podemos reordena-las livremente.

= A varidvel pode ter tendéncia (média n3o constante) ou varidncia crescente,
violando a estacionariedade.

Pergunta central. Dada a sequéncia y1,%2, ..., yr, como modelar a dependéncia
temporal e fazer inferéncia?
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Duavidas?

Préoxima aula: Processos Estacionarios e Nao Estacionarios

Referéncia: Notas de Aula



